2026 TEMESVAR

XXXII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Temesvar, 2026. aprilis 22—26.

XII. osztaly

1. feladat (10 pont). Oldd meg a (3z — 2)% + (—8z + 12z — 4)> = 2% egyenletet a valos szamok
halmazan!
Biro Bdlint, Eger

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletben szerepls (3z — 2)° kifejezést atalakitjuk a kovetkezSképpen:

(32 — 2)° = [(3z — 2)%]".
Mivel (3z — 2)? = 92? — 12x + 4, ezért az eredeti egyenlet a kovetkezd forméaba is atirhato:
(927 — 122 +4)3 + (=82 + 127 — 4)3 = 25, (2 pont)

Az a = 92% — 120 + 4 és b = —82% + 122 — 4 helyettesitéseket alkalmazva lathatjuk, hogy

a+b=2a>
ezért 2% = (22)® = (a + b)3. A helyettesitések és a kapott Osszefiiggések szerint az egyenlet a
kévetkezdvel egyenérték:
a® +b* = (a+b)>. (2 pont)

Mivel (a + 0)® = a® + b® + 3a®b + 3ab?, ezért a fenti egyenlségbdl kivetkezik, hogy

3a*b + 3ab* = 0 <= 3ab(a +b) = 0.

Innen kévetkezik, hogy a = 0 vagy b = 0 vagy a + b = 0. (1 pont)
Ha a = 0, akkor 922 — 12z + 4 = 0, vagyis (3z — 2)? = 0, amely egyetlen valés megoldasa az x; = %

(1 pont)
Ha b = 0, akkor —822 + 122 — 4 = 0, és ennek az egyenletnek a valds megoldasai az xo = 1, illetve
Ty = 3. (1 pont)
Végiil, ha a + b = 0, akkor a + b = 22 szerint kapjuk, hogy 2 = 0, igy ennek az egyenletnek az
egyetlen valos megoldasa x4 = 0. (1 pont)

Osszegezve, a megadott egyenlet valos megoldasai az

2
I = = .132:1, T3 =

37 $4:0

57
szamok, mivel az atalakitasok egyenértékiiek voltak. (1 pont)
|

2. feladat (10 pont). Egy ABCD konvex négyszogben AD = BD, AB = BC, ADB = 90° és
BAC = 15°. Igazold, hogy AB || DC.
Biro Béla, Sepsiszentgyorgy
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Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Jeloljik a-val az ACD mértékét, amelyet ki fogunk szamolni.
Legyen E az AB egyeneshez viszonyitva D-vel ellentétes félsikban egy olyan pont, melyre az ADE

haromszog szabalyos. A szerkesztés és a feltételek miatt AE DE = AD DB (1 pont)
Igy a BDE egyenl§ szaru haromszogben a csticsnal 1évé szog EDB = ADB—ADE = 90°—60° = 30°,
igy az BB alapon lévés szogek DBE = DEB = T5°. (2 pont)

Az AB = BC és BAC = 15°, igy az ABC' egyenl§ szart haromszogben BCOA = 15° és ABC = 150°.
Mivel az AD B egyenl§ szartu derékszogt haromszoghen ABD = 45°, ezért DBC = 150°—45° = 105°.

(1 pont)

Tnnen adodik, hogy EBC = EBD+DBC = 75°+105° = 180°, tehat az F, B, C' pontok kollinearisak.
(2 pont)

Az EAC haromszogben EAC = 180° — AED — DEB — ACE = 180° — 60° — 75° — 15° = 30°, mig
az DAC haromszogben DAC = 45° — 15° = 30°. (1 pont)
Végiil az FAC és DAC haromszogek kongruensek, DAC = EAC , AD = AF és az AC oldal kozos,
igy a = DCA = BCA = 15°. (1 pont)
Mivel DCA = @, ezért AB || DC. (1 pont)
[ |

E

Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az ADB egyenl§ szaru derékszogl haromszog, ezért DAB = 45°, igy DAC = DAB — BAC = 30°.
Az ADC haromszogbdl a szinusztétel alapjan kapjuk, hogy
AD DC AD DC

- = — = — = — ) (1 pont)
sinae gin DAC sina  sin 30°

Az ABC haromszog is egyenld szarud, igy BCA = BAC = 15° és ABC = 150°, tehéat DBC =
ABC — ABD = 150° — 45° = 105°. A BC'D haromszogbdl a szinusztétel alapjan kapjuk, hogy

BD _ DC _ BD _ DC
sinDCB  sin DBC sin(a + 15°)  sin 105°°

(1 pont)
Az AD = BD egyenlGséget figyelembe véve a kivetkezs trigonometrikus egyenlethez jutunk:
sin « - sin 105° = sin 30° - sin(a + 15°),

vagyis
2sin o - 8in 105° = sin(a + 15°). (2 pont)
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Egyrészt sin 105° = sin 75° = cos 15°, masrészt sin(a + 15°) = sina - cos 15° 4 cos «v - sin 15°. Igy a
fenti egyenlet a kovetkezs alakba irhato:

2sina - cos 15° = sina - cos 15° 4 cos « - sin 157, (2 pont)
amelyet rendezve kapjuk, hogy

sin« - cos 15° — cos v - sin 15° = 0,

sin(av — 15%) = 0. (1 pont)
Mivel a € (0°,180°), ezért av — 15° = 0°, vagyis a = 15°. Tehat BAC = @, vagyis AB || DC.
(2 pont)
|
Harmadik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket. Legyen AD = DB = x és AC’D = a. Be ngJU.k latni, hogy

sina = sin15°. Az ABC haromszog egyenls szara, AB = BC' és BAC = 15°, ezért ABC = 150°.
Mivel cos 150° = — cos 30° = ‘ég, ezért az ABC' haromszogben a koszinusztétel alapjan

AC? = AB?> + BC?> —2-AB - BC - cos 150°

=22+ 202 — 2 2V2 V2 (—\?)

:x2~(4—|—2\/§)
:xQ'(1+\/§)27

ahonnan AC = x(1 ++/3). (2 pont)
Felirjuk az ADC haromszogben a koszinusztételt:

DC? = AD? + AC? —2- AD - AC - cos 30°

:$2+x2(4+2\/§)—2-x-x(1+\/§)-ﬁ

2
=22 (24 V3)
2
_ o (VB2
= — |
ahonnan DC = f+‘[) (1 pont)
Végiil pedig fehmuk az ADC’ haromszogben is a szinusztételt:
AD  DC
sina  sin30°’
ahonnan
i in 30° 2 ! ! VG- v2 (2 pont)
sina = — -sin30° =0 ———+— - = = = .
DC W6iVE) 2 VBrve P
Viszont

e JLocos30e 1= fa-vB 84V V62 A pont)
st = > V2 N T\NTe T P
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Tehét sin a = sin 15°. Az ADC' haromszogben ADC tompaszog, igy ACD hegyesszog, ezért a = 15°.

(2 pont)
Ezért DCA = CAB, ezért DC || AB. (1 pont)
|

3. feladat (10 pont). Egy egységnyi kockakbol all6 10 x 10 x 10-es térbeli tablazat két egységkockajat
bardtsigosnak nevezziik, ha van legalabb egy kozos csticsuk. A tabldzat mindegyik egységkockajaba
beirtunk egy 20-nal nem nagyobb pozitiv egész szamot Ggy, hogy barmely két baratsagos egységkoc-
kaba irt szamok legnagyobb kozos osztoja 1 (azaz relativ primek). Bizonyitsd be, hogy létezik olyan
szam, amely legalabb 108-szor szerepel a tablazatban!

Béres Zoltdn, Zenta

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A 10 x 10 x 10-es tablazatot felosztjuk % = 125 darab 2 x 2 x 2-es diszjunkt altablazatra.
Az 1,2,...,20 szdmokat hdrom csoportba soroljuk:

e az elsG csoportba keriilnek a paros szamok: 2, 4,6, 8,10, 12, 14, 16, 18, 20;
e a mésodik csoportba keriilnek a harommal oszthato szamok: 3,6,9,12, 15, 18;
e mig a harmadik csoportba a megmaradt szamok keriilnek: 1,5,7,11,13,17,19. (3 pont)

Egy ilyen 2 x 2 x 2-es altablazat barmely két kockaja baratsagos. Az elsé csoportban 1évé barmely

két szam nem relativ prim, igy egy 2 x 2 x 2-es altablazatban legfeljebb egy szerepelhet koziiliik.

Tehat a 10 x 10 x 10-es tablazatban legfeljebb 125 paros szam lehet.

Hasonléan a méasodik csoportban 1évé barmely két szam sem relativ prim, igy a 10 x 10 x 10-es

tablazatban legfeljebb 125 szerepelhet bel6liik. (3 pont)

Tehat a tablazatban legalabb 1000 — 125 — 125 = 750 szerepel a harmadik csoportbeli 7 darab

szambol.

Mivel 750 = 7 - 107 4 1, igy a skatulyaelv miatt 1étezik olyan az 1,5,7,11,13,17,19 szamok koziil,

amelybdl legalabb 108 darab szerepel a tablazatban. (3 pont)
|

4. feladat (10 pont). Az ABC haromszog BC, C'A, AB oldalait a beirt kor az Ay, By, C; pontokban
érinti. Legyen K a beirt kornek a C; ponttal atmérésen ellentett pontja, és D a C1B; és A1 K
egyenesek metszéspontja. Bizonyitsd be, hogy C'D = CB;.

Dr. Katz Sandor, Bonyhdd
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k/
¢ D
K
1
Ay
@)
A
B C
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Legyenek az ABC haromszogben az A, B, C szogek mértékei rendre o, 3, By ACA OB1 negyszogben
az Ay és B; derékszogek, igy AlOBl = 180° — . A beirt kiérben az A,C,B 1C1By = —AlOBl =90° —

(2 pont)
A KC; a beirt kor atmérdje, ezért Thalész tétele alapjan lﬂl\Cl = 1541\01 = 90°, tehat az A,C, D
derékszogl haromszogben

(iEZf:%°—A§ZBp=mP—(%°—%):%. (2 pont)
Rajzoljuk meg a C' kozéppontu C' A; sugaru k' kort. Mivel C'A; és C'B; a beirt korhoz a C' pontbol
huzott érinték, ezért CA; = CBy, tehat By rajta van a k' koron. (2 pont)
A k' kor A1 B, hirja a C kézéppontbol vy szog alatt latszik. Mivel BiDA; = C1DA, = §, ezért a D
pont is illeszkedik a k' korre, tehat C'D = CB;. (3 pont)
n
o D
\‘[(
\‘ 1
Al \
o} SY
B N
Cy
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Mdsodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Ha az ABC haromszog szogei A= a, B= B, C = 7, akkor az Ay B1C} haromszog szogei 1/4\1 = 90°—3,
E\l = 90° — g, 6\1 = 90° — 1. Valéban, a CA,0B; négyszoghen az ;1\1 és B\l derékszogek, igy
@1 = 180° — v. A beirt koérben az Al/Cl\Bl = %ffO\Bl, ezért Al/C’l\Bl =90° — 3. A tobbi szogre
is hasonloan belathatok az egyenlGségek. (2 pont)
A K4 a beirt kor atmérdGje, ahonnan Thalész tétele alapjan kovetkezik, hogy @1 = 90°, tehat

@1 = 7 és f@l = 90° — (90° — %) = 3, illetve az is kovetkezik, hogy K B,C; = 90°, tehat

KB, 1L DC. (2 pont)
A KC\ By szog is § mértéki, mert a K B; korivhez tartozik. (1 pont)
Az AOC' és C1 KD héaromszogek hasonloak, mert

@:%:@1:@ és @:%:mlzﬁl

Ezért a magassag ugyanolyan ardnyban osztja az AC, illetve C1 D oldalakat:

CB, DB
BiA B0y’

Ebbdl kovetkezik, hogy az AC;B; és B;DC haromszogek hasonloak. A B;{A = CiA, mert az A
pontbdl a beirt korhéz hizott érintsk, tehat a By AC, haromszog egyenls szaru. A hasonlésiag miatt
a B1DC haromszog is egyenld szaru, C B, = CD. (2 pont)

[ |

(2 pont)

5. feladat (10 pont). Az a,b,c,d € [—2,+00) valés szamok teljesitik az
a+b+c+d=16

Osszefiiggést.
a) Hatarozd meg azt a legnagyobb valos k szamot, amelyre minden ilyen a, b, ¢, d esetén teljesiil az
AP+ E+ P>k (PP A+ dP) - 128

egyenlGtlenség!

b) Hatarozd meg az
a’+ b+ 4+ d°

kifejezés legkisebb lehetséges értékét!
Ugron Szabolcs, Sepsiszentgyorqgy
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Ha
a=b=c=d=4,

akkor a valtozokra kirott feltételek teljesiilnek, és
G+ +dP =443 =256, A+ A+ d? =447 =64
Ezért az egyenlGtlenség fennallasdhoz kell teljesiiljon, hogy 256 > 64k — 128, vagyis

kE <6. (2 pont)
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Az a sejtéstink, hogy a legnagyobb k érték egyenls 6-tal. Ehhez elég igazolni, hogy minden olyan
a,b,c,d > —2 valos szamra, amelyek Osszege 16, teljesiil az

a+ b+ +d*>6(a + b2+ 4 d?) — 128
egyenl6tlenség. Ez viszont ekvivalens az
(a® = 6a® +32) + (b° — 6b* +32) + (¢’ — 6¢ +32) + (d° — 64> +32) > 0 (1 pont)
egyenl6tlenséggel, ami igaz, mivel minden x > —2 esetén
7? — 62% + 32 = (v +2)(x — 4)* > 0.

Tehat a legnagyobb k érték egyenls 6-tal. (2 pont)

b) A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenl6tlenség alapjan tetszéleges x, y, z, t valos szamokra tel-
jestil, hogy
A2+ + 2+ > (e +y+z+1) (1 pont)

ezért minden olyan a, b, c,d > —2 valds szdmra, amelyek 0sszege 16,

16>
a2+b2+62+d227264. (1 pont)
Innen, az a) alpont alapjan egyrészt
a® + 0+ +d®>6(a®+ b+ +d?) — 128 > 6 - 64 — 128 = 256, (1 pont)

masrészt pedig a = b = ¢ = d = 4 esetén fennall az egyenlGség, tehat
min(a® + b* + ¢* + d*) = 256. (1 pont)
|

6. feladat (10 pont). Hatarozd meg az sszes olyan f: R — R fliggvényt, amelyre minden z,y € R
esetén fennall az

f@)+ fley)=f) fy)+y flz)+z flz+y)
Osszefiiggés!
dr. Ago Krisztina, Ujvidék
FElsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az x = 0 helyettesitéssel az f(0)(f(y) +y — 2) = 0 Osszefliggéshez jutunk, ahonnan kovetkezik, hogy

ha f(0) # 0, akkor
flz)=2—2, VzeR

Konnyen ellenérizhets, hogy ez a fiiggvény valoban megoldés.
Ha f(0) = 0, akkor az y = 0 helyettesitésbdl kovetkezik, hogy f(2?) = zf(x). Méasrészt, az y = —x
helyettesitésbdl kovetkezik, hogy

f@®) + f(=2%) = f(2)f(=z) — 2f(2),

és felhasznalva, hogy az el6bbi dsszefiiggés alapjan f(x?) = f((—x)?) = —zf(—x) is teljesiil, kapjuk,
hogy minden z # 0 esetén
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Mivel f(0) = 0, ez az Osszefiiggés minden x esetén fennall, vagyis f paratlan fiiggvény. Alkalmazva
ezt az észrevételt az y = —x helyettesitésre, kovetkezik, hogy minden z € R esetén

f@)(f(x) +2) =0,
tehat minden = € R esetén f(z) = 0 vagy f(x) = —x. Konnyen ellendrizhetd, hogy az
f(z)=0, VzeR, é f(x)=-z, VreR

fiiggvények is megoldasok. (5 pont)
Héatravan még a ,yegyes” eset vizsgédlata, amirsl belatjuk, hogy ellentmondéashoz vezet.

Tegyiik fel, hogy létezik u,v # 0 gy, hogy f(u) = 0 és f(v) = —v. Ekkor, ha x = u, y = v, az
eredeti, és az f(u?) = uf(u) = 0 Osszefiiggésekbdl kapjuk, hogy

Fluv) = uf(u+v).

= —uw, akkor a fenti egyenléség bal oldala nem nulla (hiszen u, v # 0),
v) sem nulla, ezért f(u + v) = —u — v kell legyen. Igy kapjuk, hogy
0, ami ellentmondas. Ezért marad az az eset, amikor

f(uv) = f(u+wv) =0.

Ekkor az eredeti Osszefiiggésbdl az x = v, y = u helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

Két eset lehetséges. Ha f(uv)
igy a jobb oldalon allo f(u +
—uv = u(—u — v), tehat u? =

—? + f(uww) = —uv + v f(u+v),

vagyis —v? = —uv, tehat v = v, ami ellentmondés. (4 pont)
Osszesitve, belattuk, hogy a fliggvényegyenletnek pontosan hdrom megoldasa van, amelyek a kévet-
kezdk:

flx)=2—2, VeeR; vagy f(x)=0, VreR;, vagy f(z)=—2z, VzreR.
[ |

Megjegyzés. A hivatalbol jaro 1 pont felett a harom megoldas megtalalasaért és leellenérzéséért 5
pont jar maximalisan, mig annak belatasaért, hogy ezeken kiviil nincs mas megoldéas tovabbi 4 pont
jar.

Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az els6 megoldést kovetve eljutunk addig, hogy ha f(0) = 0, akkor f(2?) = zf(z) és f(—x) = —f(x),
valamint f(z) € {0, —z}, minden = € R esetén, tehat az

f(x)=0,VeeR & f(x)=—-x, VR
fiiggvények megoldasok. (5 pont)
Az eredeti Osszefiiggésben az y helyett —y-t téve és felhasznélva, hogy f(z?) = zf(z), valamint f
paratlan, kapjuk, hogy
vf(z) — f(zy) = —f(@)f(y) —yf(z) +af(z —y).
Ha most ezt az Osszefliggést hozzaadjuk az eredetihez, kovetkezik, hogy

20f(x) =2(f(x+y)+ f(x —y), VYr,yeR,
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ahonnan
2f(x) = flx+y)+ f(x—y), Vo,yeR z#0.

Vegyiik észre, hogy ez az Osszefiiggés az f(0) = 0 és f paratlansidga miatt az © = 0 esetben is teljesiil.
Innen viszont elébb az y = z helyettesitéssel kovetkezik, hogy f(2x) = 2f(z), minden = € R esetén,
majd pedig az u = x + y, v = x — y valtozocserével azt kapjuk, hogy

2 (“‘QH’) — (W) + f(v), Vu,v€R.

Alkalmazva az f(2x) = 2f(x) Osszefiiggést, megkaptuk, hogy az f fliggvény additiv:

flu+v) = f(u)+ f(v), Yu,veR.

Innen viszont kovetkezik, hogy nem létezhet olyan u, v # 0, amelyre f(u) = 0 és f(v) = —v. Valéban,
a0=f(u+v)= f(u)+ f(v) =0 — v ellentmond annak, hogy v # 0, illetve a —u —v = f(u+v) =
f(u) + f(v) = 0 — v pedig annak, hogy u # 0. (4 pont)

|
Harmadik megoldds. Hivatalbol 1 pont)

Az elsé megoldést kovetve eljutunk addig, hogy ha f(0) = 0, akkor f(2?) = zf(z) és f(—x) = — f(z),
valamint f(z) € {0, —z}, minden = € R esetén, tehat az

flx)=0,VzeR ¢és f(x)=—x, VzER

fiiggvények megoldasok. (5 pont)
Ahhoz, hogy belassuk, hogy a ,vegyes”’ eset nem allhat fent, elég igazolni, hogy a megoldéasok foly-
tonosak abban az esetben, ha f(0) = 0. Ehhez igazoljuk el6bb, hogy f folytonos a 0-ban. Valéban,
mivel f(z) = —x vagy f(z) = 0 minden x € R esetén, ezért

[f(@)] < x|, Vo eR,

ahonnan a majoralasi kritérium alapjan kovetkezik, hogy lin[l) f(z) =0= f(0).
z—

Ahhoz, hogy belassuk, hogy f mindenhol folytonos, rogzitsiink egy = # 0 valos szamot. Felhasznélva,
hogy f(2%) = zf(x), az eredeti Gsszefiiggéshél kivetkezik, hogy

fla+y) = zf(z) + flzy) —xf(fv)f(y) —yf(x)’ ey € R.a £ 0.

A jobb oldali kifejezés hatarértéke, ha y — 0

o @)+ F@) = F@)f () =S () _ 2f(@)+0-0-0 _

().

(Felhasznaltuk, hogy f folytonos a O-ban, ezért liII(l) f(zy) = f(0) = 0.) Ezért minden z # 0 esetén
Yy—>
liII(l) flz+y) = f(z), vagyis f folytonos fiiggvény a 0-n kiviili pontokban is. (4 pont)
Y—>
[

Megjegyzés. A szakirodalomban az f: R — R,

f(u+v) _ f(u)—l—f(v), VuveR
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fiiggvényegyenletet Jensen-fiigguényegyenletként ismerjik. A masodik megoldasban vazolt gondolat-
menet alapjan ez az egyenlet ekvivalens az f: R — R,

2f(z) = fle +y) + fx —y), Vo,yeR

fliggvényegyenlettel és belathato, hogy a folytonos megoldésai pontosan a legfennebb elséfoka poli-
nomfiiggvények (ugyanakkor létezik végtelen sok, nemfolytonos megoldas). A feladat masodik megol-
dasa soran eljutottunk a Jensen-fiiggvényegyenletig, és a rendelkezésiinkre 4ll6 extra informéciokbol
sikeriilt lesztikitenlink a megoldasokat a megkapott harom esetre.
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