2026 TEMESVAR

XXXII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Temesvar, 2026. aprilis 22—26.

XI. osztaly

1. feladat (10 pont). Oldd meg az egész szdmok halmazan a 16a® + b = b* + 8 egyenletet!
Fedorszki Addm, Beregszaisz

FElsé megoldas. Hivatalbdl (1 pont)
Szorozzuk 4-gyel az egyenletet, majd atrendezés utan adodik az

(8a)? —4b* +4b—1 =131 <= (8a)*> — (2b—1)* =31 (2 pont)
alak. Ezt tényezére bontva kapjuk, hogy
(8a —2b+1)(8a+2b—1) = 31. (2 pont)
Mivel mindkét tényez6 egész, a kovetkezo négy esetet kapjuk:

{8a—26+1:31 {Sa—2b+1:—31 {8a—2b+1:1 {8@—2()—1—1:—1

8a+2b—1=1 8a+2b—1=—1 8a+2b—1=31" |8a+2b—1=-31"
(4 pont)
Az egyenletrendszerek megoldésai: (2, —7), (—2,8), (2,8), (=2, —7). (1 pont)
[
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy

16a* — b* =8 — b. (1 pont)

Tényezokre bontva az egyenlet bal oldalat,
(4a — b)(4a +b) =8 —b. (2 pont)
Ha 8 — b =0, akkor a b = 8, a = +2 megoldéasokat kapjuk. (1 pont)
Ha 8 — b > 0 akkor b < 8. Az egyenletbdl adédik, hogy (4a — b) | (8 — b), tehat 4a — b < 8 — b.
Egyszeriibb alakra hozva, a < 2. (2 pont)
Mivel a és —a egyidejlileg megoldas, ezért —2 < a < 2. Az a kiilénbo6z6 értékeit letargyalva, kapjuk
még a b =7, a = £2 megoldasokat. (1 pont)
Amennyiben 8 —b < 0, vagyis b > 8, az egyenletbél kapjuk, hogy (4a+b) | (8—b), tehat b—8 < 4a+0,
amibol kovetkezik, hogy a > —2, ahonnan —2 < a < 2, amely eseteket letargyaltuk. (2 pont)
[

2. feladat (10 pont). Az ABC hdromszogben BAC = 75°, ABC = 80°. Legyen D a BC oldal bels6
pontja ugy, hogy CD = AB, az E pont pedig ugy illeszkedik az AC oldalra, hogy BE = AB. Az E
pontbol a BC oldalra bocsatott merdleges a BC oldalt az F' pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy
az I pont a BD szakasz felez6pontja!

Erdds Gabor, Nagykanizsa

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
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XXXII. NMMYV - XI. osztaly

Legyen a B pont E'F' egyenesre vonatkozé tiikkorképe G. (1 pont)
Belatjuk, hogy D és G pontok egybeesek, ezzel belatjuk az allitast.
Az EF és BC egyenesek mer6legesek, ezért G illeszkedik a BC oldalra. A BE szakasz tiikkorképe a

GE szakasz, ezért GE = BE = AB. (2 pont)
ABE haromszog egyenl6 szart, mert BE = AB, tehat BEA = BAE = 75° és ABE = 30° ezért
EBC = 80° — 30° = 50°. (2 pont)

A BGE haromszog egyenlé szart, mert GE = BE, tehat BGE = EBG = 50°. Tehit CEG
haromszog G cstucsnal 1évo kiils6 szoge BGE = 50°, C' cstucsnal 1évo belso szoge ECG = 25°, ezért
E csticsnél 16v6 bels6 szoge CEG = 50° — 25° = 25°. (2 pont)
Tehat a CEG haromszog egyenloszaru, azaz CG = GE. Mivel CG = GE = BE = AB, tehét
CG = AB, és a feladat feltételei szerint CD = AB, ezért a G és a D pontok egybeesnek. (2 pont)

|

3. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben F' az AB szakasz felezOpontja, D az AC oldal belsd
pontja ugy, hogy BD az ABC belsé szogfelezdje, FC N BD = {P}, AP N BC = {E}, illetve
CE =k-DE, ahol k > 0 valés szam.

T
a) Szamitsd ki a — 2%

arany értékét k fiiggvényében!
ABC

b) Hatdrozd meg azt a k értéket, amelyre a Trpr — Tpprc kilonbség maximalis!

Toth Viktoria, Marosvdsarhely

Megoldas. Hivatalbél (1 pont)
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XXXII. NMMYV - XI. osztaly

a) A feladat feltételeib6l adédik, hogy az AE, BD és C'F egyenesek metszik egymést a P pontban.
Az AE, BD, C'F egyenesekre alkalmazva a Ceva-tételt kapjuk, hogy

AF BE CD 1

FB EC DA
Masrészt, F' az AB felezOpontja, tehat ?—g =1. Igy % = g—é, vagyis Thalész forditott tétele miatt
DE || AB. (2 pont)

Ez alapjan EDB = DBA. Ugyanakkor BD az ABC sz0g szogfelezoje, tehat DBE = ﬁB\A, ahonnan
BE = DE és igy BC = (k+ 1) - DE, vagyis

EC  k (1
BC Ryl pont)
A parhuzamossag miatt a DEC és ABC haromszogek hasonloak, tehat a tertiletek aranya a hason-
l6sdgi arany négyzete, azaz
Thic B\
Tome <k: " 1) : (1 pont)

Ugyanakkor a DE || AB miatt az FDE és BDE haromszogek magassdgainak hossza megegyezik.
Mivel az alapjuk kozos, kapjuk, hogy Trpr = Tgpr. Tovabba

Tppe BE 1
Tppe EC K
mert a BDE és DEC haromszogek D-bdl hiizott magassdga megegyezik. Tehét

Trpe  Trpe Tpec —  k
= : = 5 (1 pont)
Tapc  Tpec Tapc (k+1)
(A % aranyt meghatarozhatjuk gy is, hogy ha kiszamoljuk a Tarp, Ter és Tprc értékeket a
Tapc fuggvényében.)

b) Az el6bbi szamoldsok alapjan

Trpr — Tprc Kk — k?

Tapc (k+1)%
tehat elégséges ennek a kifejezésnek a maximumat meghatarozni. (1 pont)
Vezessiik be a a := %ﬂ jelolést! Ekkor
E—k  (k+1)—1—(k+1)*+2k+1 3 2
= =1 — = —2a>+3a—1, (2 t
k+ 12 (k+ 102 TErl g @ t3a—l (2 pont)
ami eléri a maximumét a = ——35 = 2-ben. Vagyis k = 1. (1 pont)
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Megjegyzés. A % maximuma a derivaltak segitségével is meghatarozhaté.

4. feladat (10 pont). Hatdrozd meg a k egész paraméter értékét gy, hogy a li cx] =1 = {x}
egyenletnek

a) pontosan 2025 darab megolddsa legyen;

b) pontosan 2026 darab megoldasa legyen!

({x} az z tortrészét, mig a |z| az abszolutértékét jeloli)
Zavargo Zsuzsanna, Zenta

Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)

-6 -5 -4 -3

Vegyiik észre, hogy ha k < 0, akkor az egyenlet bal oldala negativ, mig a jobb oldala nem lehet
negativ, ezért az egyenletnek nincs megoldasa. Ha k = 1, akkor a || = {z} + 1 egyenletnek barmely
x € [1,2) valés szdm megolddsa. A k > 2 esetén az egyenlet megoldésait az f(z) = ¢ |z| — 1, és
g(x) = {z} figgvények metszéspontjai adjak meg. (1 pont)
Ezt a két fuggvényt grafikusan abrazoljuk. A pozitiv tartoméanyon a (k,0) az els6 metszéspont, mig
az utolsé metszéspont a (2k, 1) pont lenne, de ez a pont nincs rajta a g fiiggvény grafikus képén. gy
alk,k+1),[k+1,k+2),...,[2k—1,2k) intervallumok mindegyikén van egy-egy metszéspont, kivéve
az utolsé intervallumot. Osszesen tehdt k — 1 metszéspont van. (3 pont)
A negativ tartomanyon a (—2k,1) és (—k,0) pontok a szélsé metszéspontok. Tehdt a

[-2k —1,-2k), [-2k,—2k+1), ..., [-k,—k+1)
intervallumok mindegyikén ugyancsak egy-egy metszéspont taldlhato, kivéve az elsé intervallumot.
Ez esetben k + 1 metszéspont van. Tehat 6sszesen 2k megoldasa van az egyenletnek. (3 pont)
a) Az egyenletnek paros szaimu megoldasa van, ezért nem lehet 2025 darab megoldés. (1 pont)
b) k = 1013 esetén lesz 2026 darab megoldés. (1 pont)
[ |
Masodik megoldas. Hivatalbél (1 pont)

Ha k < 0, akkor §|z| — 1 < 0, de {z} > 0, igy kapjuk, hogy k > 0. Mivel {z} € [0,1), ezért
x € [k,2k). Ha k =1, akkor a |z| = {x} + 1 egyenletnek barmely = € [1,2) val6s szam megoldésa.
A k > 2 értékeire két esetet vizsgalunk. Ha x > 0, felhasznalva a {x} = x — [z] Osszefiiggést kapjuk,

hogy P
o] = B2 - LY
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Tehat @ egész szam. Legyen a = @ € Z. Innen kapjuk, hogy x = %, ahol = € [k,2k).
Ak < % < 2k egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy k£ — 1 < a < 2k — 2. Ezért a pozitiv szdmok
halmazan k — 1 megoldas van. (4 pont)

Ha x < 0, akkor hasonlé gondolatmenet alapjan kovetkezik, hogy az egyenletnek k& + 1 megoldésa
van. Tehat Osszesen az egyenletnek 2k megoldasa van barmely k > 2 egész szdm esetén. (3 pont)

a) Az egyenletnek paros szami megolddsa van, ezért nem lehet 2025 darab megoldas. (1 pont)
b) k = 1013 esetén lesz 2026 darab megoldas. (1 pont)
|

5. feladat (10 pont). Az (a,),>1 sorozat tagjaira teljestil, hogy

a2

n

az—(n+1a, +n+1’

Igazold, hogy barmely n pozitiv egész szam esetén teljestl az

ar=ay=3 68 api1 = barmely n > 2 esetén.

ar+2-ay+3'az+...+nl-a,=ay-ay-as-...-a,

egyenldség! (n!=1-2-3-...:n)
Kovacs Béla, Szatmdrnémeti

FElsé megoldds. Hivatalbél (1 pont)
Vegyiik észre, hogy a sorozat egyik tagja sem 0. Indukcidval igazoljuk a kért allitast. Egyértelmii,
hogy k = 1 esetén az egyenlOség igaz, tovabba ha k = 2, akkor

a1+2'-a,=34+2-3=3-3=a; - as,
vagyis fennall az egyenloség. Feltételezziik, hogy k = n-re igaz az allités, vagyis
ar+2'-as+3-as+...+nl-a,=a;-axy-as3-...-a,.
Be szeretnénk latni, hogy
a;+2-as+3az+ ...+ (n+ 1) ap =ar-az-ag . A

Ehhez elég megmutatni, hogy fennall az

m+D!apr=(ar-as-... ay) - (ape1 — 1), (1)
egyenléség. (3 pont)
Ezért vizsgaljuk a % tortet. A megadott rekurziv képlet szarmaztatasaval kapjuk a

An1 _ a’gz
a1 —1  (n+1)-(a,—1)
egyenldséget. (2 pont)
Irhatjuk, hogy
Ap1 o Qn Qn, o G Ap—1 Ap—1 o o Qp * Qp—1 ... 03 (2 a2
ps1—1 n+1 a,—1 n+1 n a,1—1 " (n+l)-n-...-4 3 ay—1
(3 pont)
ami az ay, = 3 = a; miatt adja az
An+1 Ap " Ap—1 ... Q1
= , 2
an+1_1 (n+1)' ( )
alakot, amib6l kapjuk az (1) egyenléséget. Tehat a matematikai indukci6 elve alapjan igazoltuk az
allitast. (1 pont)
[ |
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Megjegyzés. A (2)-es Osszefliggésig el lehet jutni a matematikai indukcié elvének hasznalata nélkiil

n+1 n

is. Ezutdn ha észrevesszik, hogy (n + 1)! - ap11 = H ap — H ay, akkor a keresett egyenlség
k=1 k=1

teleszkopikus 6sszegek kialakitasaval is igazolhato.

Masodik megoldds. Hivatalbél (1 pont)

Az igazolni kivant allitas egyenértéki az

a1 +2-ay+3'-az+...+n!-a,
a;-Ag A3 ... Ap

=1

Osszefliggéssel, amit szintén matematikai indukciéval bizonyitunk. Az n = 1 eset trivialis, ellenérizve

n = 2-re lathato, hogy
ay + 2! (05}

ap - Ay

=1.

Tovabba az n = 3 esetén

a2

ay+2'-ay+3!-as  (ap +2!-ap) +3!-ag _al'a2+6'a§—332+3
2

a3
a% —3a2+3

ay; - ag - as ay - Qg - as ai - ay -

ay - a3 — 3ay - a3 + 3ay - as + 6a3

al-ag
_al-ag’—3a1~a§+3a2-(a1+2a2)
a - a3
_a1~a§’—3a1~a§+3a2~a1'a2
a - a3
3
= ;3 =L
a]_'a2

Feltételezziik, hogy az Osszefliggés minden k < n — 1 esetén igaz és belathatd, hogy k = n-re is igaz.

(3 pont)
Valoban, az indukcios feltevés tobbszori alkalmazasaval az
a1 +2'-ay+3as+...+n-a, a;-...-an_1+n-a,
ap-ag-asg-...-0ay ai ... Ap—-1 " ap
P
mn—
. ap: ... Gp-1+n a2 | —n-an_1+n
- 2
An—1
ai ... Ap_1 —ai,l—n‘an—l-‘rn
3 2
arc.. Gy = Nay G g N 1(01 G+ (R — 1) a,)
- 3
0/1 S el an_l

ap - cad_, —na - ca?_ +n-a - ay - e
o 1 e n—1 1 o e n—1 n—1 1 o e n—1
- 3

ai-...-a>_q
3
ay - a, 1
ay - ... a4

igazoland6 allitdshoz jutunk. A matematikai indukci6 elve alapjan igazoltuk az éllitast. (6 pont)
[
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6. feladat (10 pont). Egy n = 2k+1 (k > 1 egész) f6s pingpongbajnoksagon minden jatékos pontosan
egyszer jatszik minden masik jatékossal, és minden mérkézésnek van gy6ztese (dontetlen nincs). Egy
hérom jatékosbdl &ll6 {A, B, C'} harmast ciklusnak neveziink, ha az eredményeik korkorosek, azaz A
legyozte B-t, B legyozte C-t, és C legyozte A-t, vagy ennek forditott iranyu valtozata. Jelolje T  a

ciklusok szamat.
: , nd—n
a) Bizonyitsd be, hogy T' < YRR
3 _
b) Bizonyitsd be, hogy ha T = %, akkor barmely két kiilonboz6 jatékosnak ugyanannyi olyan

ellenfele van, akiket mindketten legyoztek, mint ahany olyan ellenfél, aki mindkett6jliket legyozte!

Loga Patrik, Kolozsvar
Megoldas. Hivatalbél (1 pont)

a) Jelolje a bajnoksag Osszes résztvevéjének szamat n (ahol n > 3). A jatékosokat jelolje Jy, Ja, .. ., Jp.
Legyen a J; jatékos gyozelmeinek szama d;. Mivel a bajnoksagban mindenki pontosan egyszer jatszik
mindenkivel és nincs dontetlen, a lejatszott mérkdézések szama megegyezik a gydzelmek Osszegével,

o " n n(n —1)
izzldi = <2> =G (1 pont)

n darab jatékos Osszesen (g) darab harmast alkot. Egy jatékosharmas kétféle lehet: vagy ciklus,
vagy ,tranzitiv’, azaz egyik jatékos megverte a masik kettot a harmason belil. (1 pont)
Ezek alapjan azon tranzitiv harmasok szama, amelyekben gyoztesként van benne egy J; jatékos,
(é?—vel egyenl$. Igy minden i € {1,2,...,n} esetén az el6bb megszamolt tranzitiv jatékosharmasok
kiilonbozoek és az Osszeset megszamlaltuk, tehat a tranzitiv harmasok szama

5 (%) L s

=1

A ciklusok T" szamat megkapjuk, ha az 6sszes harmas szamabol kivonjuk a tranzitiv harmasok szamat:

()% ()

n
T akkor maximalis, ha (‘é’) minimalis, ezért az alsé korlat meghatarozasahoz alakitsuk &t az
=1

K2
Osszeget:

n di> “odi(di—-1) 1, 1
S (5) =t -y
i=1 (2 i=1 2 2 23
A szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlStlenség (vagy a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij
egyenlétlenség) alapjan irhato, hogy

n 2

d? > d; n 2 9

i ot 1 —1 -1

R — > (n(n )) _ n(n—1) ‘ (1 pont)
i=1 n

n
1=

n n 2 4

Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy

i<d1> - ln(n—1)* 1In(n-1) nn-1) (n—l _1> :n(n—l)(n—S).

~\2)=2 4 2 2 = 4 2
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A kapott also korlatot beirjuk a ciklusok egyenletébe a fels6 korlat eléréséhez, tehat

T < nn—1)(n-2) n(n—l)(n—?))7
- 6 8

amit kozos nevezore hozva kapjuk, hogy

< dn(n —1)(n=2) =3n(n-1(n-3) nn-DEn-8-3n+9] n’-n (1 pont)
o 24 24

b) Tegytik fel, hogy T = ”322”. Ez pontosan akkor all fenn, ha az alkalmazott kozepek kozotti

egyenlotlenségben egyenloség van. Ezért az Osszes d; meg kell egyezzen, vagyis minden i-re

—1
d; = " 5 (1 pont)

Tehat minden jatékos pontosan ”T_l mérkozést nyert meg, és pontosan ”T_l mérkozést veszitett el,
mivel n — 1 ellenfele volt. Valasszunk ki két tetszoleges, killonb6z6 jatékost, A-t és B-t. Az éltala-
nossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy A legy6zte B-t. A tobbi n — 2 ellenfelet csoportositsuk

aszerint, hogy milyen eredményt értek el A és B ellen. Legyen
e x: azok szama, akiket A és B is legyozott;
e y: azok szama, akik A-t és B-t is legyozték;
o w: azok szama, akik legyozték A-t, de kikaptak B-tol.

B 6sszesen ”T_l mérkozést nyert meg. Mivel A-tol kikapott, a gyozelmeit kizardlag a tobbi jatékos
ellen érte el. B pontosan azokat gy6zte le, akiket A is (szamuk x), és azokat, akik A-t legy6zték
(szamuk w). Igy felirhat6, hogy
n—1
2
Hasonlban, A Osszesen ”7’1 mérkozést veszitett el. Mivel 6 legyozte B-t, a vereségeit kizardlag a tobbi
jatékos ellen szenvedte el. A pontosan azoktél kapott ki, akikt6l B is (szamuk y), és azoktdl, akiket

B bar legy6zott, de A-t megverték (szamuk w). Ebbdl adédik, hogy

THw= (1 pont)

n—1
y+w= 5 (1 pont)
A két egyenletbdl egyértelmiien kovetkezik, hogy
rt+w=y+w,
ahonnan x = y. Tehat a mindkét jatékos altal legyozott ellenfelek szama valdoban megegyezik a
mindkét jatékost legy6zé ellenfelek szamaval. (1 pont)
[ |
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