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X. osztaly

1. feladat (10 pont). Andras és Béla az asztalon el6ttiik 1évé 101 darab papirlappal jatszanak, me-
lyekre rendre a kovetkezd szamokat frtak: 3,32 ..., 300 3191 (Mindegyik lapra egy szdmot irtak,
és minden szamot egyszer hasznaltak fel.) Egy lépésben a soron kovetkezd jatékos kivalaszthatja
barmelyik papirlapot, és azt vagy a sajat kosaraba, vagy az ellenfele kosaraba teszi. Andras kezdi a
jatékot, és felvaltva lépnek. A jaték akkor ér véget, amikor mindegyik papirlap belekeriilt valame-
lyikiik kosaraba. Ezt kovet&en mindketten kiszamoljak a kosarukba keriilt szamok Osszegének 5-tel
valé osztasi maradékat. Ha a két maradék egyenld, akkor Béla nyerte a jatékot, kiilonben Andras.
Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja? Add meg ezt a nyerd stratégiat!
FErdds Gabor, Nagykanizsa
Szabo Magda, Szabadka

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Andréasnak van nyerd stratégiaja. (1 pont)
Vizsgaljuk meg a felsorolt hatvanyok 5-tel valo osztasi maradékat. Ezek rendre 3,4,2,1,3,4,.... A
maradékok sorozata periodikus, a periddus hossza 4. (2 pont)
Minden maradékbol lesz 25 darab, és tovabbi egy darab lesz a 3-as maradékbol, vagyis abbol Gsszesen
26 darab. (1 pont)

A tovabbiakban a hatvanyok helyett csak a maradékokrol beszéliink: ha az mondjuk, hogy elveszek
egy 2-est, azt tgy kell érteni, hogy elveszek egy olyan hatvinyt tartalmazo lapot, amelyre irt szam
5-tel valo osztasi maradéka 2. Eszrevehetjiik még, hogy egy l-es és egy 4-es Osszegének 5-tel valo
osztasi maradéka 0. Nevezziik az 1-es parjanak a 4-est. Hasonlban, a 2-es parja a 3-as. Mindegyik
lapnak van egy parja, egyediil az egyik 3-as marad par nélkiil. Andrés vegyen el egy 3-ast és rakja
magahoz. Az elsd 1épés utan az Andras kosaraban 1évG szamok 0sszegének 5-tel valo osztasi maradéka
3, a Béla kosardban 1évd szamok 5-tel vald osztasi maradéka pedig 0. Ezt kévetSen, ha Béla valamit
elvesz és odateszi az egyik kosarba, akkor Andras tegye ugyanabba a kosirba a Béla altal odatett
szam parjat. (4 pont)
Egy ilyen lépéspar utdn az egyes kosarakban 1évs szamok Osszegének H-tel vald osztési maradéka
nem valtozik. A végén Andras kosardban 3, Bélaéban 0 lesz a szamok Gsszegének 5-tel vald osztési
maradéka, tehat nem lesz egyenld, igy Andréas nyer. (1 pont)

|

2. feladat (10 pont). Az ABCD téglalap C'D oldaldnak bels6 pontja M. Legyen a C-b6l az M B-re
és a D-bdl az M A-ra bocsatott merGleges egyenesek metszéspontja P. A P-bél a C'D-re bocsatott
merdleges talppontjét jeloljik N-nel. Bizonyitsd be, hogy CN = M D!

Dr. Katz Sandor, Bonyhdd

Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Tekintsiik a mellékelt abra jeloléseit. (1 pont)
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XXXII. NMMYV - X. osztaly

Vegyiik észre, hogy a CBM ésa PCN szogek, illetve a MAD és PDN szogek mértéke egyenls, mert

paronként merdéleges szaru hegyesszogek. (2 pont)
Innen kapjuk, hogy a CBM és NCP, illetve MAD és PDN derékszogi haromszogek hasonloak.
(2 pont)
A megfelels oldalak arényait felirva kapjuk, hogy
b z x Y
=2 & = : 2 pont
a—1xr Yy es b a—=z (2 pont)

Ezeket Gsszeszorozva azt kapjuk, hogy

T z

a—xr a—2z2
ra — 2T = az — 27,

a(x —z) = 0. (1 pont)

Mivel az a hossza nem nulla, ezért x = z, tehat M D és C'N szakaszok hossza megegyezik. (1 pont)
|

Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Helyezziink el egy derékszogi koordinatarendszert a téglalap sikjaban tgy, hogy a koordinata-tengelyek
a téglalap szimmetria tengelyei legyenek, az abranak megfelel6 modon. A téglalap C' csiicsa legyen
C(a,b), innen koévetkezik, hogy a tovabbi cstucsok D(—a,b) , A(—a,—b) és B(a,—b). Az M(m,b)
pont eleme a DC-nek, vagyis m € [—a, a). (2 pont)
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XXXII. NMMYV - X. osztaly

D(—a,b) N M (m,b) C(a,b)

8 7 d 5 -4 AL 2N 1 2 3 \4 > 7 8 9

A(—a, —b) N 3(a, —b)

Ekkor a C'P egyenesnek a 1_3?\7[ = (m—a)zﬂ— Qbf vektor a normalvektora, ezért a C'P egyenes egyenlete:
(m—a)(x —a)+2b(y —b) = 0. (2 pont)
A DP egyenesnek az m = (m+ a)z+ 2bj vektor a normélvektora, ezért a DP egyenes egyenlete:
(m+a)(x+a)+2b(y —b) =0. (2 pont)

A két egyenletbdl alkotott egyenletrendszer megoldasa a P pont koordinatai. Kivonva a két egyenletet
egymasbol azt kapjuk, hogy

(m+a)(x+a)—(m—a)(x—a)+2b(y +b) —2b(y — b) =0,

ahonnan 2ax 4 2ma = 0, vagyis x = —m. (2 pont)
Tehat a P pont abszcisszaja —m, ami azt jelenti, hogy az N pontnak az abszcisszaja is —m. Tehat
az N pont az M pontnak az Oy tengelyre vonatkoztatott szimmetrikusa, és ezzel igazoltuk a kért
allitast. (1 pont)

|

Megjegyzés. A megoldéasbol kovetkezik, hogy a feladat kijelentése igaz a DC' egyenes barmely M
pontja esetén is.

1
3. feladat (10 pont). Oldd meg a 3- vz +1= §:172 — 1 egyenletet a valés szamok halmazan!
Fedorszki Addm, Beregszdsz-Budapest

Elsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenlet értelmezési tartoméanya D = [—1, +00). (1 pont)
Legyen y = %xZ — 1, ekkor y =3v/x+1 >0, (1 pont)
innen pedig kifejezve z-et kapjuk, hogy = = égﬂ — 1. (1 pont)

Ezt kivonva a y = %xQ — 1 egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy

y—r =56 =) = 5l -y +y)

Innen

(y — ) (1+%(x+y)) = 0.
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XXXII. NMMYV - X. osztaly

Tehat vagy y — z = 0, vagy 1+ %(:v +y) =0. (2 pont)
Ha y = x, akkor x = 3v/x + 1, vagyis
2 =9(x +1).

Ennek az egyenletnek a gyokei 9i‘/ﬁ Mivel z =y > 0, ezek kozul csak a 2 \/1T7 megoldés. (2 pont)

Ha 1+ §(z+y) =0, akkor y = —9 —x. Tehat a —9 —z = -1 egyenletet kapjuk, melynek nincs

valos megoldasa (1 pont)

Tehat az egyediili megoldas a 9+\/ﬁ , mely valoban megoldésa az eredeti egyeletnek is. (1 pont)
[

Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

12

11

10

\—3!/—2—'1%;4567891011
=y
Az egyenlet értelmezési tartoméanya D = [—1, +00). (1 pont)
Ha z € [—1,0), akkor 3y +1 > 0 ¢és $2? — 1 < 0, ezért az egyenlet megoldésat csak a [0, +00)
intervallumon keresstik. (1 pont)
Tekintsiik az f : [—1,400) = [0,00), f(x) =3Vz+1és g:[0,+00) = [-1,+00), g(z) = 2% — 1

fiiggvényeket. Eszrevehetd, hogy f = ¢~'. Valéban, ha g(z) = y, akkor

1

§a72—lzy —= 22 =9y+9 = |z|=3y+1=f(y)
Mivel x > 0, kovetkezik, hogy z = f(y). (2 pont)
Tehét az egyenlet f(z) = f~!(z) alakba irhat6. Tudva azt, hogy egy fiiggvénynek és az inverzének a
grafikus képei egymas szimmetrikusai az elsé szogfelezére nézve, (1 pont)
és azt, hogy az f és az f~! szigortian novekvdek, (1 pont)

kovetkezik, hogy f(x) = f~!(z) = x. Innen azt kapjuk, hogy

Wr+1 = =«
sit—1 =z
Az els6 Osszefliggés alapjan > 0, a méasodik Osszefiiggés pedig a kdvetkezd modon alakithato:

1
§x2—1::1: — 2 -9z —9=0.
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melynek megoldasai z1 2 = Qi\ém, (2 pont)
ezek koziil az egyetlen pozitiv megoldas az x = %ﬁ‘ (1 pont)
|

Megjegyzés. Annak alatamasztasara, hogy a fiiggvények az els6 szogfelezén metszik egymast, elfo-
gadhato grafikus érvelés is.

4. feladat (10 pont). Adottak az ay,as,...,a, egymast kovets paratlan haromjegyi természetes
szamok. Tudjuk azt, hogy béarhogyan irjuk egymas mellé ezeket a haromjegyid szamokat, az igy
kapott 3n-jegyd szam primszam. Igazold, hogy n < 2!

Ago Krisztina, Ujvidék

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Ha n > 5, akkor az a; szamok egyike 5-re végzddik, igy létezik olyan permutacio, amelynél a vizsgalt
szam b-re végzddik, tehat nem primszam. Kovetkezésképpen n < 4. (3 pont)
Ha n = 4, akkor vegyiik észre, hogy a, csak ab7 alakt lehet, kiilonben az ay, as, as szamok valamelyike
5-ben végzddne, igy a felirt szdm nem lehet primszam. (1 pont)

Tovabba két lehetdség van. Ha b < 9, akkor a; = ab7,ay = ab9, a3 = a(b+ 1)1, a4 = a(b+ 1)3. Most
vegyiik észre, hogy ezeknek az ayazagzaz sorrendjébdl alkotott szém oszthatd 11-gyel. Valoban

a—b+7—a+b—-9+a—-(b+1)+3—a+(b+1)—1=0. (1 pont)

Ha b =9, akkor a; = a97,ay = a99,a3 = (a + 1)01, a4 = (a + 1)03. Most vegyiik észre, hogy ezeknek
az aiasagag sorrendjébdl alkotott szam oszthato 11-el. Valoban

a—94+7-a+9-9+(a+1)—0+3—-(a+1)+0—-1=0. (1 pont)

Ha n = 3, akkor a szamjegyek Osszege minden permutécio esetén oszthaté 3-mal. Valoéban, ha a;-nek

3-mal valo osztasi maradéka r, akkor barmilyen permutacié esetén a szamjegyei Osszegének 3-mal

val6 osztési maradéka r +1r + 2 +1r +4 = 3r + 6, igy a szam oszthatd 3-mal.

Tehat n < 2. (3 pont)
|

Megjegyzés. Példaul n = 2 esetében az a; = 109, a; = 111 szamok teljesitik a feltételt.

5. feladat (10 pont). Apraja-falvan élnek a Hupikék torpikék és mindegyik rendelkezik valamennyi
torpbogydval. Azt kell tudni a térpokrsl, hogy nagyon empatikus lények, kiilondsen a baréataikkal
szemben: egy torp, ha észreveszi, hogy egy baratjanak legalabb 2-vel kevesebb torpbogydja van, mint
neki, akkor ad neki egyet. Minden torpnek van legalabb egy baratja, a baratsagok kolcsonosek és
senki sem eszik vagy gytijt torpbogyot. Bizonyitsd be, hogy egy id6 utan mindegyik térp abba fogja
hagyni az adakozast!

Loga Patrik, Kolozsvdr

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Jeloljiik a torpok szamat n-nel, és legyen x1, zo, ..., x, az egyes torpok bogydinak szama egy adott
pillanatban. Vizsgaljuk az

k=1
kifejezés valtozasat minden ajandékozéas utan. (2 pont)
Tegyiik fel, hogy az A torp, akinek x, darab térpbogydja van, ad egy bogyot a B torpnek, akinek z
darab torpbogyodja van. Ennek feltétele, hogy =, > xj, + 2. (1 pont)
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Az ajandékozas utan az A-nak x, — 1, a B-nek z;, + 1 torpbogyoja lesz. (1 pont)
Irjuk fel hogyan valtozik E értéke!

Egj — Byogi = (ta = 1)* + (2o + 1)* =% —af = 2(wp — 2w, +1) <2(=2+1) = =2, (3 pont)

Vegyiik észre, hogy az E értéke soha nem lehet negativ. Mivel az E értéke minden adakozas utan
szigorian csokken, ezért nem torténhet végtelen sok adakozas. (2 pont)
[ |

6. feladat (10 pont). A hegyesszogii ABC' haromszog A csucsabol bocsassunk merglegest a B és C'
csticsokbol induld belsé szogfelezGkre, a merdlegesek talppontjai D, illetve E. Legyen a haromszog
beirt korének kozéppontja K. A DEK haromszog koriilirt kére az AB oldalt a P, a C'A oldalt a )
belsé pontban metszi. Igazold, hogy a PE és QD egyenesek a BC oldalon metszik egymést!

Biro Badlint, Eger

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A B, C csticsokbol indulé belsé szogfelezdk a beirt kor K kozéppontjaban metszik egymaést, a szemben
levé oldalakat pedig a By, C pontokban. A feltételek miatt AK D és AK E derékszogi haromszogek,
amelyek kozos atfogoja AK. Ezek szerint az AFK D négyszog hirnégyszog, és a hirnégyszog koré
irt k kor egyik atmérGje az AK szakasz. Az is vilagos, hogy a k kor megegyezik a DEK haromszog
kortilirt korével. (1 pont)
Tekintsiik a mellékelt abrat.
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Mivel AK atmérGje a k kornek, és a P, () pontok is rajta vannak ezen a koron, ezért
APK = AQK = 90°.

Ez pontosan azt jelenti, hogy K P és K() a beirt kor kozéppontjabol az oldalakra bocsatott meréleges
szakaszok. (1 pont)
Legyenek a szokasos jeloléseknek megfeleléen CAB = o, ABC' = 3, BCA = ~.
Ezekkel a jelolésekkel KAP = KAQ = 5, és mivel APEK is a k korbe irt hurnégyszog, ezért PEK =
180° — 5. Innen kapjuk, hogy Cﬁ = 5, viszon ugyancsak lathato, hogy E/Cl\P = @ =p+3,
ezért 3

EPC, :1800—5—%—%:90°—§. (2 pont)
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Hasonloan belathato, hogy mivel AKDQ a k korbe irt hurnégyszog és m = &, ezért egyrészt

929
QDK = 180° — 5, masrészt B1DQ = 5, amelybél BB1A = DB1Q = v + g Ezek alapjan kapjuk,

hogy
DOB, = 180° —y— 2 % _gpe 7 (2 pont)
2 2 2
Mivel E/F—’a = 90° — g és B/lB\A = g, ezért a PE egyenes merGleges a BBy bels§ szogfelezdre.
Hasonléan, mivel D/QE = 90° — 1 és @ = 1, ezért a QD egyenes merdleges a CCy belss
szogfelezore. (1 pont)

Hasznéljuk a BC' = a, CA = b és AB = c jeloléseket. Ekkor BP = s — b és CQQ = s — ¢, ahol s
az ABC' haromszog félkeriilete. Tehat a BB; szogfelezére meréleges PE egyenes a BC' szakaszbol
egy s — b hossziségn szakaszt vag le. Hasonloan a C'Cy szogfelezére merdleges QD egyenes a BC
szakaszbol egy s — ¢ hosszisagu szakaszt vag le. (1 pont)
Innen viszont kovetkezik, hogy a PE és a QD egyenesek altal a BC-bdl lemetszett szakaszok hosszé-
nak 6sszege s — b+ s —c=2s — b — c = a. Ez akkor és csakis akkor lehetséges, hogy ha a PE és a
QD egyenesek a BC oldalon metszik egymaést.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk. (1 pont)
|
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