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IX. osztaly

1. feladat (10 pont). Harom primszam szorzata az Osszegiik hétszeresével egyenls. Add meg az
Osszes lehetséges megoldést!
Bdlint Béla, Felvidék
Miko Istvdan, Felvidék

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Jeloljiik z-szel, y-nal és z-vel a keresett primeket. Ekkor a feltétel alapjan

ryz =T7(x+y+ 2).

Mivel z,y és z is prim, igy valamelyik egyenls 7-tel. (1 pont)
Az altalanossidg megszoritasa nélkiil legyen © = 7. Ekkor a kévetkezs ekvivalens atalakitéasokat

végezhetjiik:

yz =7+y+z,
(y—1(z—-1) =38, (2 pont)
ahonnan

(y—1)(z—1)=8-1 vagy (y—1)(z—1)=4-2. (1 pont)
Az (y —1)(z — 1) = 8 -1 nem ad megoldést, mivel a 9 nem prim. (2 pont)
Az (y — 1)(z — 1) = 4 - 2 egyenlGséghbdl kapjuk, hogy y = 5 és z = 3. A feladat szimmetrikusséga
miatt a sorrend mellékes. (2 pont)
Tehat az egyetlen megoldast a 3,5, 7 primszamharmas adja. (1 pont)
[ |

2. feladat (10 pont). A Fibonacci-szamsorozat elsé két tagja 1-es és a harmadiktol kezdve pe-
dig ugy kapjuk a tagokat, hogy az el6z6 két tagot Osszeadjuk, vagyis a sorozat elsé néhany tagja:
1,1,2,3,5,8,13,.... Hany olyan szam van a sorozat els6 2026 tagja kozott, amelynek a 7-tel valo
osztési maradéka 67

FErdds Gabor, Nagykanizsa

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A harmadiktol kezdve mindegyik tag maradéka egyenls az el6z6 két tag maradéka dsszegének mara-
dékéaval, igy az els6 néhany tag maradéka:

1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1, 1,2... (2 pont)

A vastagitott két l-es az els6 olyan egymast kovetd két szambol allé rendezett szampéar, amely
ugyanabban a sorrendben megismétlédik a sorozatban. (1 pont)
Két tag maradéka mindig meghatarozza a koévetkezd tag maradékat, igy a két 1-es utan ismét 2-es
jon, és igy tovabb. (1 pont)
A sorozat periodikus, a periodus hossza 16. Mivel

2026 = 126 - 16 -+ 10,
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XXXII. NMMV - IX. osztaly

ezért a periodust alkoté 16 szamot 126-szor irtuk le, és még az elejérdl tovabbi 10 szamot. (2 pont)
Egy perioduson beliil a hatosok szama 4, igy a 126 periédusban 126 - 4 = 504 darab hatos van, a

tovabbi 10 szam koziil még 3 darab hatos talalhato. (2 pont)
Osszesen 507 olyan tagja van a sorozatnak az elsé 2026 kozott, amelynek 7-tel valo osztési maradéka
6. (1 pont)

[ |

3. feladat (10 pont). 1992 szigorian pozitiv egész szam négyzetosszege 2026. Melyek ezek a szamok?
Zavargo Zsuzsanna, Zenta

FElsé megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Felirhatjuk a koévetkez§ egyenletet:

]+ 15+ Ty = 2026, 7, €7,

Ezeknek a szdmoknak a tobbsége 1-gyel egyenls, de néhany, mondjuk k darab kiilénboézik 1-t6l.
Ennek a k£ darab szamnak az értéke tehat legalabb 2, igy felirhato:

vyt as+-+ap >4k e xh 4+ Tlggy = 1992 — k.
A két Gsszefliggésbdl belathato, hogy
T3+ wE 4 - 22y, = 2026 > 3k + 1992,

azaz k < 11, tehat nem tobb, mint 11 szam kiilonbozik 1-t6l. (1 pont)
A 12. tagtol kezdve tehat csupa egyeseink vannak. Ekkor megfelel§ atrendezéssel kapjuk, hogy

o]+ wi 4+ 2 = 2026 — (1992 — 11) = 45. (1 pont)

Az els6 11 tag kozott pedig lehet: a; darab egyes, as darab kettes, ag darab harmas, a4 darab négyes,
as darab 0tos és ag darab hatos. Nagyobb szam mar nem szerepelhet. Ekkor felirhato a kovetkezd
egyenletrendszer:

CL1+(12—|—CL3+6L4+(15+CL6:11, (1)
(1 pont)
ay + 4as 4+ 9as + 16a4 + 25a5 4+ 36a¢ = 45.
Az els6 egyenletet kivonva a mésodikbél kapjuk, hogy:
3as + 8as + 15a4 + 24as + 3bag = 34,
azaz 3bag < 34, tehat ag = 0, vagyis nincs a szamok kozott hatos. (1 pont)

Igy az egyenletiink:
3&2 + 80,3 + 15&4 + 24@5 = 34.

Mivel 24a5 < 34, igy az a; értéke csak 0 vagy 1 lehet.
1. Ha a5 = 0, akkor

3as + 8as + 1bay = 34,
3(ag + 3az + bag — 11) = az + 1.

Innen kovetkezik, hogy as + 1 oszthat6é 3-mal. Mivel 8az < 34, innen kovetkezik, hogy as = 2.
(1 pont)
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XXXII. NMMV - IX. osztaly

Ekkor

3as + 15a4 = 18,
as + 5(14 = 0.

Innen két megoldast kapunk:
(a27 a4) € {<1a ]-)a (67 0)} (1 pont)
Ekkor az (1) egyenletbdl: ay = 11 — ay — a3 — aq — as, tehat:
e ha ay = a4 =1, akkor ay =7,

e ha ay =6 és ay = 0, akkor a; = 3.

2. Ha a5 = 1, akkor
3&2 + 80,3 + 15&4 = ]_0,

azaz ay, = 0. Azonban a

3as + 8as = 10
egyenletnek nincsenek pozitiv egész megoldasai. (1 pont)
Osszesen, két kiilonb6z6 megoldast talaltunk:
1,1,1,1,1,1,1, 2, 3,3, 4, 1,...,1,
—_——— ——
7 db 1981 db
vagyis 1988 darab 1-es, 1 darab 2-es, 2 darab 3-as, 1 darab 4-es, (1 pont)
illetve
1,1,1, 2,2,2,2,2)2) 3,3, 1,...,1,
N~ ——— N =
3 db 6 db 2db 1981 db
vagyis Osszesen 1984 darab 1-es, 6 darab 2-es, 2 darab 3-as. (1 pont)
[ |
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Legyen 1991 darab 1-es, ekkor az 1992. tag 35 kell legyen, amely nem négyzetszam. (1 pont)

Ha 1990 darab 1-est irunk, akkor a 36-ot kell felirni 2 négyzetszam 0Osszegeként, ami lehetetlen.
Ha 1989 darab 1-est irunk, akkor a 37-et kell felirni 3 négyzetszam Osszegeként, ami szintén lehetetlen.

(2 pont)
Viszont, ha 1988 darab 1-est irunk, akkor a 38-at felirhatjuk 1 darab 2-es, 2 darab 3-as és 1 darab
4-es segitségével. (2 pont)

Tehat megkapjuk az elsé megoldast.
Eszrevehetd, hogy a fenti eljards folytatasaval minden elvett 1-es a maradékhoz csak onmagaban

adodhat, igy minden ilyen csoportositas az elsé megoldésra vezetheté vissza. (1 pont)
Ugyanakkor 4 darab 1-es athelyezése utan a maradék felbonthaté 6 darab 2-es, 2 darab 3-as segitsé-
gével is. (2 pont)

Igy kapunk még egy megoldast.

Tovabbi megoldasokat nem generalhatunk, mert tovabbi egyesek elvételével az el6z6 két megoldas

egyikét kapjuk vissza. (1 pont)
[ |
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4. feladat (10 pont). Az ABC haromszogben CAB = 50° és ABC = 20°. Az AB oldalon felvessziik
a D és F kiilonb6z6 pontokat tgy, hogy D az AFE szakasz bels6 pontja, mig £ a DB szakasz belsd
pontja és AD = BE = CFE.
Bizonyitsd be, hogy a C DFE haromszégben a C' csticsbél induld stulyvonal (oldalfelezs), a D csticsbol
indul6 magassagvonal és az E cstucsbol induld belss szogfelezé egy pontban metszik egymast!

Biro Bdlint, Eger

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A CDFE haromszogben jelolje:

e [ a DFE oldal felez6pontjat,
e (G a D-bdl indulé magassag talppontjat a CE oldalon,

e H az E-bdl induld belss szogfelezd metszéspontjat a C'D oldallal.

C

Azt kell bizonyitani, hogy C'F, DG és EH egy pontban metszik egymast.
Mivel BE = C'E, a BC'E haromszog egyenld szar, ezért

BCE = CBE = 20°.

lgy
ACE = ACB — BCE = 110° — 20° = 90°.

Tehat az AC'E haromszog derékszogid, ezért AC L CFE. (1 pont)
Viszont tudjuk, hogy DG L C'E (magasséag), tehat DG || AC. (1 pont)
A kis Thalész-tételt (parhuzamos szelék tételét) alkalmazva az EACA-ben:

EG ED

GC DA’
Mivel AD = C'E, kovetkezik, hogy

EG DFE (1 ¢)

- _ == on

GC CE p
Masrészt, EH belst szogfelezs, a szogfelezGtétel szerint

CH CFE
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FElso befejezés:
Korabbiakbol megkaptuk, hogy
EG DE DH
GC CE HC
A parhuzamos szel6k tételének forditottja szerint ebbdl kivetkezik, hogy

HG || DE. (1 pont)

Legyen

{K} = DGNEH.

A tovabbiakban belatjuk, hogy K € CF.
Legyen I a HG szakasz felez6pontja. Mivel HG || DE, ezért

CHGA ~ CDEA.

Ebben a hasonléségban a HG oldal felez6pontja a DFE oldal felezpontjanak felel meg, vagyis I-nek
F felel meg. Ezért
C, I, F kollinearisak. (1 pont)

Maésrészt, mivel HG || DE, ezért
KHGA ~ KEDA,.

Ebben a hasonlosagban ismét a HG oldal felez6pontja a DE oldal felezGpontjanak felel meg, tehat
K, I, F kollinearisak. (1 pont)
lgy
C, I, K, F kollinearisak,
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vagyis K rajta van C'F stulyvonalon (oldalfelezén). (1 pont)
De K € DG és K € EH is, tehat

CFNDGNEH ={K}. (1 pont)

Madsodik befejezés: Mivel F' a DFE oldal felez6pontja, igy

DF ]
FE
Az el6bbiekbdl megkapjuk, hogy
DF EG CH = DE CE ] (3 £)
FE GC HD ' CE DE pon
Ceva forditott tétele szerint C'F', DG és F'H egy pontban metszik egymast. (2 pont)
[ |

Megjegyzés. Segédtétel: Ha a PQR derékszogi hdromszog P(Q) dtfogojan ugy helyezkedik el az S
pont, hogy PS = QR, akkor az RSQ hdromszog RRy sulyvonala, az SS, magassagvonala és a Q)
belsd szogfelezdje eqy pontban metszik eqymdst.

Alkalmazhatjuk az fenti segédtételt az FC Aa derékszogi haromszogben kialakitott C'DEa harom-
szogre.

5. feladat (10 pont). Hatarozd meg, hogy legtébb hény részre osztja fel a sikot 10 darab olyan
téglalap, amelyeknek megfelel§ oldalaik parhuzamosak!
dr. Ago Krisztina, Vajdasdg

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
A feladat megoldésat n téglalap esetére vezetjiik le.
Tegyiik fel, hogy a sikban mar elhelyeztiink n— 1 téglalapot és éppen az n.-et helyezziik el. Az altaluk
meghatarozott sikrészletek szama akkor lesz a legnagyobb, ha az Gjonnan elhelyezett téglalap metsz
minden korabban elhelyezett téglalapot pontosan négy pontban. (1 pont)
Ha egy zart gorbét k pontban metszenek a korabbi vonalak, akkor a gorbe k ivre darabolodik, és
minden ivdarab az 6t tartalmazo sikrészt kettSbe osztja. Tehat k darab 1j sikrész jon létre. (1 pont)
Az 1j téglalap minden korabbi téglalapot legfeljebb 4 pontban metszhet, ezért az 0j téglalap keriiletén
legfeljebb 4(n — 1) metszéspont keletkezhet. (1 pont)
Jeloljiik ¢,-nel a n-edik téglalap utan keletkezett sikrészek szaméat. A leirtak alapjan t,-re teljesiil a
kovetkezd rekurziv relécio:

tn =tn1 +4(n—1). (2) (1 pont)

Mivel ez minden korabbi értékre igaz, igy felirhatjuk a kovetkezd egyenléségeket:

tn = tn—l + 4(71 — ].),
tn,1 = tn,Q -+ 4(7’L — 2)7

to=t1+4-1,
ty = 2. (1 pont)
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(Ezt tudjuk szamolas nélkiil.) Ezeket 6sszeadva kapjuk, hogy

th=2+4-144-24---+4(n—1)
=2+41+24+---+(n—-1))

-1
2
=2n? —2n +2. (2 pont)
A feladat kérdésére a valasz tehat: 2-10% — 2 - 10 + 2 = 182, amelyet ki tudunk szamolni csak a (2)
és a t; = 2 informaciok felhasznalasaval is, kihagyva az azt kovetd levezetést. (2 pont)
|

6. feladat (10 pont). Egy n x n-es négyzetracsot cselesnek neveziink, ha a mezéibe be tudjuk irni
a pozitiv egész szamokat 1-t6l n’-ig gy, hogy barmely két egymast kévets szam élben szomszédos
mez6be keriiljon, és a négyzetszamok mind kiilonb6z6 sorban és kiilonbo6zé oszlopban legyenek.

a) Igazold, hogy n = 3 esetén nincs cseles négyzetracs!
b) Adj példat egy-egy cseles négyzetracsra n = 4, illetve n = 5 esetén!
c) Létezik-e cseles négyzetracs, ha n = 20267 Valaszodat indokold!

Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) n = 3 esetén a négyzetracsot sakktablaszertien fekete-fehérre szinezziik, feketével kezdve. Ekkor
a paratlan szamok fekete mezére, mig a parosak fehérre keriilnek, mivel tobb fekete mezénk van.
A rendelkezésiinkre 4116 9 szambol 3 négyzetszam, igy a 4-es biztosan fehér mezére keriil.
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Az altalanossag megszegése nélkiil, feltételezziik, hogy a 4-es az els6 oszlop fehér mez§jében van, igy
az l-es csak a harmadik oszlop egyik fekete mezdjében lehet. Ezaltal a 9-es csakis a masodik oszlop
egyetlen fekete mezejébe kellene keriiljon, ez azonban nem teljesiti a cselesség feltételét. (2 pont)

b) Egy-egy kitoltés n = 4 és n = 5 esetén:

37415
118|716
109 (1415 (1 pont)
1112]13 16
1167 ]10]11
515181912
3141511413 (1 pont)

18 11716 | 23 | 24
19120 |21 22|25

c) Legyen n = 4k + 2, ahol k € Z,. Szinezziikk ki az n X n-es négyzetracsot sakktablaszertien
fekete-fehérre.

Mivel egymast kévets szamok élben szomszédos mezdkbe keriilnek, ezért az 1,2,3,...,n? szamok
szine felvaltva valtozik. Kovetkezésképpen az Osszes paratlan szam az egyik szinre, az Osszes paros
szam a masik szinre keriil. (1 pont)
Az 12,22, ..., n? négyzetszamok koziil pontosan 2k + 1 paratlan és pontosan 2k + 1 péros, tehat a
négyzetszamok koziil az egyik szinen 2k + 1, a masikon szintén 2k 4 1 4ll. (1 pont)

A négyzetszamok szama n, és mivel ezek mind kiilénb6z6 sorban és kiilonb6z6 oszlopban vannak,
ezért minden sorban és minden oszlopban pontosan egy négyzetszam all.

Megvizsgéljuk, hogy egy ilyen, soronként és oszloponként pontosan egy mezét tartalmazo kivalasz-
tasban hany fekete mezd lehet. Szamozzuk a sorokat és oszlopokat 1-t6l n-ig, és mondjuk azt, hogy
egy mezG fekete, ha a sor- és oszlopszam paritdsa azonos.

Mivel n = 4k + 2, ezért 2k + 1 paratlan és 2k + 1 paros sor, valamint ugyanennyi péaratlan és paros
oszlop van. Legyen x a paratlan sorban és paratlan oszlopban all6 kivalasztott mezsk szama. Ekkor
a maradék 2k + 1 —zx paratlan oszlopban a kivalasztott mezd paros sorban all. Igy a paros sorok koziil
2k +1—x mar felhasznalt, tehat még x paros sor marad. Ezekben a kivalasztott mezd sziikségképpen
paros oszlopban all, vagyis a paros sorban és paros oszlopban allo kivalasztott mezdk szama is x.
Vagyis a fekete kivalasztott mezsk szama 2x, tehéat paros. (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, mert lattuk, hogy a négyzetszamok koziil mindegyik szinen pontosan 2k + 1
all, ami paratlan. Az ellentmondas azt mutatja, hogy (4k + 2) x (4k + 2)-es négyzetracson ilyen
elrendezés nem létezik. Mivel 2026 néggyel vald osztasi maradéka 2, kovetkezik, hogy nincs cseles
négyzetracs, ha n = 2026. (1 pont)
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Megjegyzés. Altalanosan:
Pontosan akkor létezik n x n-es cseles négyzetracs, ha n =4k vagyn =4k + 1, k € Z,.

Bizonyitds. Ha kiszinezziik a négyzetracsot sakktablaszertien feketére és fehérre, mivel egymast
kovets szamok élben szomszédos mezdkbe keriilnek, ezért az 1,2,3,...,n% szamok egy olyan utat
alkotnak, amely 1épésenként valtogatja a mezdk szinét. Kovetkezésképpen a paratlan és paros szamok
felvaltva keriilnek a két szinosztalyba.

A négyzetszamok szama n, és mivel ezek mind kiilénb6z6 sorban és kiilonb6z6 oszlopban vannak,
ezért minden sorban és minden oszlopban pontosan egy négyzetszam all.

Szamozzuk a sorokat és oszlopokat 1-gyel, 2-vel, ... n-nel, és tekintsiik feketének azokat a mezdsket,
amelyekre a sor- és oszlopszam azonos paritasu.

Elgszor tegyiik fel, hogy n = 2m. Jeldlje x azoknak a kivalasztott mezSknek a szamat, amelyek
paratlan sorban és paratlan oszlopban allnak. Mivel minden pératlan oszlopot pontosan egyszer
hasznalunk, ezért a paratlan oszlopokban fennmaradé kivalasztott mezdk szama m — x, ezek sziik-
ségképpen paros sorban vannak. Ugyanigy, a paros oszlopokban pontosan m — x kivalasztott mezd
lesz paratlan sorban, tehét a paros sor—paros oszlop tipust kivalasztott mezék szama m—(m—x) = x.
A fekete kivalasztott mezdk szama tehat o + x = 2x, vagyis paros.

Most tegyiik fel, hogy n = 2m + 1 paratlan. Ekkor a paratlan sorok és a paratlan oszlopok szama is
m + 1, a parosaké pedig m. Jelolje ismét x a paratlan sor—paratlan oszlop tipusu kivalasztott mezdk
szamat. Akkor a péaros sor—péros oszlop tipusu kivalasztott mezdk szama m — (m+ 1 —x) =z — 1,
ezért a fekete kivalasztott mez6k szama z + (x — 1) = 2z — 1, ami paratlan.

Ezzel igazoltuk, hogy ha egy n x n-es sakktablan minden sorboél és minden oszlopb6l pontosan egy
mezGt valasztunk ki, akkor a kivalasztott fekete mez6k szaménak paritdsa megegyezik n paritasaval.

Most visszatériink a négyzetszdmokra.

(a) Han pdros, legyen n = 2m. Az 12,22 ..., (2m)? négyzetszamok koziil pontosan m darab paratlan
és m darab paros. Mivel az it mentén a szinek valtakoznak, ezért a paratlan négyzetszamok az egyik
szinre, a paros négyzetszamok a maésikra keriilnek. Tehat a négyzetszamok koziil az egyik szinen
pontosan m darab all.
Az el6bbi allitas szerint viszont a kijelolt n mez6 kozott a fekete mezdk szama paros kell legyen.
Ezért m-nek parosnak kell lennie, tehat

n = 4k.

(b) Ha n pdratlan, legyen n = 2m + 1. Ekkor a tablan az egyik szinosztaly pont egy mezével na-
gyobb, mint a masik. Egy n? hosszisagu valtakozo szind ut sziikségképpen a nagyobb szinosztélyban
kezd&dik és végzddik, ezért a paratlan szamok mind ezen a szinen allnak.

A négyzetszamok koziil pontosan m + 1 paratlan. Tehéat a négyzetszamok koziil az egyik szinen
pontosan m + 1 darab all.

A fenti allitas szerint viszont paratlan n esetén a kijelolt mezSk kozott a fekete mezdk szama is
paratlan kell legyen, ezért (m + 1)-nek péaratlannak kell lennie, vagyis m péaros. Ebbdl kovetkezik,

hogy
n =4k + 1.

Most bebizonyitjuk, hogy minden n = 4k vagy n = 4k + 1 esetén valéban létezik ilyen kitoltés.
Ehhez elegend6 egy rekurziv bévitést adni: megmutatjuk, hogy ha van n x n-es cseles négyzetracs,
akkor abbol mindig készithets (n 4 4) x (n + 4)-es cseles négyzetracs.

Tegyiik fel tehat, hogy adott egy (n x n)-es cseles négyzetracs, mégpedig tgy, hogy az n? szam a

jobb als6 sarokban all. (Ez az altalunk hasznalt kezdépéldakban n = 4-re és n = 5-re teljesil, és a
konstrukci6 ezt meg is 6rzi.)
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Az 4j (n+4) x (n+4)-es négyzetracsba az eredeti n x n-es négyzetracsot valtozatlanul beirjuk a bal
fels6 sarokba. A maradék, vagyis a jobb oldali 4 oszlopbdl és az alsé 4 sorboél allo keretet ezutan az

n*+1,n*+2,..., (n+4)?

szamokkal egyetlen folytonos utként toltjik ki tgy, hogy az it az (n,n) mezsbdl induljon.
Az ut a kovetkezsképpen halad:

(n,n) = (n,n+ 1)1 (Ln+1) = (IL,n+2) | (n+1,n+2),
—Mm+L1)ln+2,1)=>n+2,n+1) ] (n+3,n+1),
—nm+3D)ln+41)—>n+4n+2)t(n+2,n+2) = (n+2,n+3),
T(1,n+3) = Ln+4)l(n+3,n+4)« n+3,n+3)Ll(n+4,n+3) = (n+4,n+4).

1 n n+1 n+2 n+3 n+4

régi n x n-es|tabla

3
+
£

Belatjuk, hogy az 1j négyzetszamok: (n+1)2, (n+2)?, (n+3)?2, (n+4)? rendre a fenti it négy egymast
kdvetd szakaszanak végpontjaira esnek. Ebbdl adodik, hogy
% az

2&Z

n+ 1,n + 2) mezére kertiil,

n+3,n+1

(n+1)" az ( )

(n+2) ( ) mezdre kertil,
(n+3)* az (n + 2,n + 3) mezdre keril,
(n+ 42 a )

2 az (n+4,n + 4) mezdre keriil.

Ezek a mez6k négy kiilonbozd 4j sorban és négy kiilonb6z$ 0j oszlopban vannak. Az eredeti
12,22, ..., n? négyzetszamok pedig tovabbra is a régi n sorban és n oszlopban maradnak, ahol eleve
kiilonb6z6 sorokban és kiilonb6z6 oszlopokban alltak. Ezért az uj négyzetracsban is minden négy-
zetszam mas sorba és més oszlopba keriil.

Tehét ha van n x n-es cseles négyzetracs, akkor van (n +4) x (n + 4)-es cseles négyzetracs is.
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